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Re´sume´ du chapitre
L’avion planaire a` de´collage vertical (PVTOL aircraft en anglais) a fait l’objet de recherches nom-
breuses ses dernie`res anne´es car il est souvent une premie`re e´tape avant la commande en trois dimen-
sions d’un drone. En effet, son mode`le peut eˆtre vu comme la projection du mode`le ge´ne´ral d’un engin
dans un plan vertical attache´ a` celui-ci. Les approches et donc les commandes propose´es jusqu’alors
sont temps continu et ne´cessitent d’eˆtre e´chantillonne´es avant d’eˆtre implante´es. Nous proposons dans
ce chapitre une approche originale base´e sur une discre´tisation en deux e´tapes du PVTOL dont le
re´sultat s’e´crit a` base d’inte´grales de Fresnel. On obtient ainsi un syste`me en temps discret qui peut
eˆtre vu comme deux syste`mes line´aires, le premier est temps invariant tandis que le second est temps
variant. Une approche pre´dictive est propose´e. Elle permet la stabilisation du PVTOL en prenant en
compte les saturations et contrainte de positivite´ des actionneurs. Des crite`res comme la minimisa-
tion de l’e´nergie consomme´e peuvent eˆtre pris en compte. Le couˆt de calcul associe´ est extreˆmement
limite´ au regard de celui de la commande optimale classique tout en offrant la meˆme souplesse dans
le choix du crite`re. Ce travail s’inscrit dans le fort de´veloppement de techniques pre´dictives pour les
syste`mes a` dynamique rapide.
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1 introduction
Les avions a` de´collage vertical (PVTOL : Planar Vertical Take-Off and Landing en anglais)
sont des machines volantes qui ont la capacite´ de de´coller et atterrir verticalement comme
un helicopter, mais qui ont la capacite´ de voler avec l’efficacite´ d’un avion classique. La dy-
namique non line´aire simplifie´e de tels avions a e´te´ introduite par [4], elle comporte trois
degre´s de liberte´ et deux entre´e de commande. Ce syste`mes est devenu un ’benchmark’ des
syste`mes de commande a` non minimum de phase. Deux exemples d’avions re´els a` de´collage sont
repre´sente´s sur la figure 1, il s’agit des avions Harrier-av8b (British aerospace/britannique)
et Harrier-yav8b (McDonell Douglas/ame´ricain) 1.
Figure 1 – Examples d’avion a` de´collage vertical
Le mode`le simplifie´ du PVTOL peut eˆtre conside´re´ comme e´tant la projection sur un plan
vertical d’un objet volant a` six degre´s de liberte´. Une telle dynamique simplifie´e d’un PVTOL
a e´te´ largement utilise´e a` cause des difficulte´s inhe´rente qu’elle englobe, telles que le sous-
actionnement (deux entre´e de commande pour trois degre´s de liberte´), la proprie´te´ de non
minimum de phase (l’existence d’une dynamique des ze´ros instable). En outre ce syste`me
inclue toutes les difficulte´s de l’integrateur de Brockett (syste`me unicycle) qui peut eˆtre obtenu
en ne´gligeant le parame`tre de couplage.
Dans le contexte de la commande du PVTOL plusieurs approches de commande ont e´te´
propose´es et qui peuvent eˆtre classe´es en deux grandes familles, a` savoir les approches de
poursuite de trajectoires et les approches de stabilisation.
Dans le cadre de la premie`re famille l’objectif consiste a` trouver une loi de commande permet-
tant de poursuivre une certaine trajectoire de re´fe´rence. Dans ce cas il existe deux classes prin-
cipales d’approches de commande : la premie`re repre´sente les approches a` base de line´arisation,
alors que la deuxie`me repre´sente les approches base de de´composition. Dans [4] une approche
de commande a` base de line´arisation entre´e/sortie approche´e a e´te´ propose´e, ou` le syste`me a`
non minimum de phase est approxime´ par un syste`me a` minim de phase. Cette approche per-
met la poursuite de trajectoires aussi bien que la stabilisation des avions V/STOL. les auteur
dans [8] ont propose´ une extension de l’approche de Hauser. La strate´gie propose´e utilise le
centre d’oscillation d’Huygens comme sortie plate pour le mode`le du PVTOL, puis un retour
d’e´tat dynamique est utilise´ dans la line´arisation exacte du mode`le. L’avantage d’une telle
me´thode est qu’elle reste valide que ce soit pour un petit ou un grand parame`tre de couplage.
Dans [6] une approche de commande inspire´e de l’approche de [9] a e´te´ propose´e, elle consiste a`
utiliser une transformation a` une forme normale puis appliquer une line´arisation entre´e/sortie.
1cf. http ://www.kensaviation.com/AV-8.htm
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Pour la classe des approches a` base de de´composition, les auteurs dans [1] ont propose´ une
strate´gie qui consiste a` de´composer le syste`me en deux : un sous-syste`me a` minimum de
phase et un sous-syste`mes a` non minimum de phase. Ensuite une inversion dynamique est
utilise´e pour le premier sous-syste`me, alors que pour le deuxie`me un retour d’e´tat robust,
stabilisant, base´ sur une commande LQR est applique´ au mode`le line´arise´ autour de l’e´quilibre
La stabilisation quant a` elle consiste a` ramener les e´tats du syste`me d’une certaine
condition initiale a` l’origine. Pour re´soudre un tel proble`me, diffe´rentes approches de com-
mande ont e´te´ propose´es, elles peuvent eˆtre classe´es en deux classes principales, a` savoir les
approches de commande non borne´es et les approches de commande borne´es.
Dans le cadre de la premie`re classe, [12] a propose´ une approche qui utilise le centre d’os-
cillation et une line´arisation a` deux pas pour stabiliser l’avion. Dans [10] l’auteur a traite´ le
problem de stabilisation globale du PVTOL avec un grand parame`tre de couplage, l’approche
propose´e utilise un retour d’e´tat statique lisse. Dans [7] une approche de stabilisation robuste
a e´te´ propose´e, ou` l’objectif de commande est formule´ comme e´tant un proble`me de com-
mande optimale. La robustesse d’une telle approche de commande est de´montre´e a` travers des
simulations nume´riques.
Dans la classe des approches de commande borne´e, des contraintes sur la sortie aussi bien
que sur les entre´es de commande (i.e positivite´ de la pousse´e) sont prises en compte dans la
conception de l’approche de commande. Par exemple dans [2] une approche de commande
qui prend en compte les contraintes sur la commande et ne pre´sente pas de singularite´s a e´te´
propose´e. L’algorithme de commande consiste a` imposer une certaine dynamique de´sire´e pour
les deux sous-syste`mes x et y telles que les acce´le´rations et les vitesses correspondantes seront
borne´es. Dans [14, 3] une approche de stabilisation globale a e´te´ propose´e, elle est base´e sur
l’utilisation de combinaison non line´aire des fonctions de saturations line´aires sur la pousse´e
et le moment de roulis.
Dans ce chapitre une approche de commande pre´dictive non line´aire est propose´e pour la sta-
bilisation d’un avion a` de´collage vertical PVTOL. Le principe de base de cette strate´gie de
commande consiste a` de´composer la dynamique en deux sous syste`mes line´aires, qui seront
utilise´s dans deux proble`mes d’optimisation convexe qui peuvent eˆtre re´solus avec des algo-
rithmes de programmation quadratique. Les contraintes aussi bien sur la pousse´e que sur le
couple de roulis sont prises en compte dans cette approche de commande. Diffe´rents re´sultats
de simulation sont propose´s permettant de montrer l’efficacite´ de la strate´gie de commande et
sa robustesse envers des incertitudes sur les parame`tres du syste`mes.
2 Mode`le dynamique du PVTOL
On conside`re la dynamique simplifie´e du PVTOL2 qui a e´te´ introduite initialement par Hau-
ser [5] et qui a e´te´ fortement utilise´e depuis. Cette dynamique est de´crite par les e´quations
2Cette dynamique qui a le minimum nombre de degre´s de liberte´ et entre´es de commande reste repre´sentative
des principales caracte´ristiques de l’avion re´el
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suivantes :
x¨ = − sin(θ)u+ ε cos(θ)v (1)
y¨ = cos(θ)u+ ε sin(θ)v − 1 (2)
θ¨ = v (3)
ou` x et y repre´sentent les positions carte´siennes horizontale (respectivement verticale) du
centre de gravite´ de l’avion comme le montre la figure 2. θ repre´sente l’angle du roulis (c’est
l’angle que fait l’avion avec l’horizon). Les entre´es de commande u et v repre´sentent les gran-
deurs normalise´es relatives a` la pousse´e verticale dirige´e vers le haut par rapport a` l’avion et le
couple de roulis. ε repre´sente le parame`tre de couplage entre le couple de roulis et l’acce´le´ration
late´rale de l’avion. Le coefficient ′ − 1′ dans (2) correspond a` l’acce´le´ration normalise´e de la
gravite´.
Figure 2 – view of the PVTOL in the frontal plane
3 L’approche de commande propose´e
3.1 Formulation du proble`me de commande en boucle-ouverte
Le principe de base de commande pre´dictive consiste a` trouver a` chaque instant t une strate´gie
de commande en boucle ouverte permettant de calculer le vecteur de commande
[u(τ), v(τ)] ; τ ∈ [t, t+ tf ]
(ou` tf repre´sente l’horizon de pre´diction) qui conduit les e´tats du syste`me z = (x, x˙, y, y˙, θ, θ˙) a`
un certain e´tat de´sire´ final z(t+ tf ) = (x(t+ tf ), x˙(t+ tf ), y(t+ tf ), y˙(t+ tf ), θ(t+ tf ), θ˙(t+ tf )).
La mise a` jour de la commande a` chaque pe´riode d’e´chantillonnage re´sulte en une commande
en boucle ferme´e. Soit T la pe´riode d’e´chantillonnage, telle que tf = NT . Les entre´es de
commande sont suppose´es eˆtre constantes sur chaque pe´riode d’e´chantillonnage. Dans la suite
de ce chapitre, l’indice k repre´sente la valeur a` l’instant t+ kT . La loi de commande est alors
de´finie par les deux vecteurs :
U(t) = [u0 u1 · · · uN−1]T
V (t) = [v0 v1 · · · vN−1]T
L’objectif est de trouver des commande borne´es, a` savoir une pousse´ positive 0 ≤ uk ≤ umax
et un couple de roulis limite´ vmin ≤ vk ≤ vmax, et pour des raison de commandabilite´ uk
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doit ve´rifier umax > 1. L’ide´e de base de l’approche de commande qu’on propose consiste a`
subdiviser le proble`me de commande deux sous-proble`mes. Dans le premier la commande v
est utilise´e pour stabiliser θ et θ˙. Alors que dans le deuxie`me, l’objectif consiste a` stabiliser
x, y et leurs de´rive´es quel que soit le choix de v. Ceci est uniquement possible si l’e´volution
de θ est suffisamment “riche”. Le terme “riche” fait re´fe´rence a` deux phe´nome`nes qui seront
explique´s par la suite. Premie`rement, a` cause de la positivite´ de la commande u, θ doit e´voluer
alternativement (positive/ne´gative) sur l’intervalle [t, t+NT ] dans le but de pre´server la com-
mandabilite´ du reste du syste`me meˆme dans le cas d’un couplage nul. Pour cela, la dynamique
de (3) est comple´te´e avec
I˙θ = θ
Si Iθ commence et termine a` l’origine, la commandabilite´ de (x, x˙, θ, θ˙) sera pre´serve´e. Le
deuxie`me quant a` lui correspond a` la perte de commandabilite´ si θ s’annule, ce cas sera traite´
dans la suite.
On conside`re maintenant le sous-syste`me de θ e´tendu, a` savoir Θ := (Iθ, θ, θ˙)
T qui correspond
a` une chaine d’inte´grateur d’ordre 3, dont la discre´tisation donne :
Θk+1 = AθΘk +Bθvk.
Par re´currence ΘN peut eˆtre exprime´e en fonction de Θ0 par :
ΘN = A
N
θ Θ0 +
[
AN−1θ Bθ A
N−2
θ Bθ · · · Bθ
]
V (4)
Soit V˜ la solution (si elle existe) du proble`me de programmation quadratique sous contraintes
qui est exprime´, pour des raisons de simplicite´, sous sa form de stabilisation
Pv : V˜ := min
V
N∑
k=1
ΘTkQΘk + rV
T
k−1Vk−1 (5)
avec Q, r > 0 sont les termes de ponde´rations. sous les contraintes (4) et :
vmin ≤ Vi ≤ vmax for i = 0, . . . , N − 1
Par convention, si N = 0, Pv admet V = (·) comme solution.
E´tant donne´ que la de´rive´e seconde de θ est constante alors θ quadratique en τ ∈ [t+ kT, t+
(k + 1)T ] :
θ(τ) = αk + βk[τ − (t+ kT )] + γk[τ − (t+ kT )]2
ou` αk := θ(t + kT ), βk := θ˙(t + kT ), γk :=
1
2
v(t + kT ) sont constants sur chaque pe´riode
d’e´chantillonnage.
Soit ζ := (x, x˙, y, y˙)T , en utilisant (1-2), des calculs fastidieux nous permettent d’obtenir :
ζN =

0
0
− t
2
f
2−tf
+

1 tf 0 0
0 1 0 0
0 0 1 tf
0 0 0 1
 ζ0
+ (Q1Γ + TQ3ΓDN)U
+ ε(Q2Γ + TQ4ΓDN)V˜
(6)
Mode´lisation et Commande embarque´e d’objets volants miniatures 5
Chap5: Approches pre´dictives pour la stabilisation en temps discret de l’avion planaire a` de´collage vertical
ou` Γ est une matrice constante base´e sur les inte´grales de Fresnel, qui pourra eˆtre calcule´e
aise´ment [15]. Q1, ..Q4 sont des matrices de permutation et DN est une matrice diagonale.
toutes ces matrices sont de´taille´es dans l’appendice A. Pour trouver la se´quence de commande
borne´e en boucle ouverte U(t), il serait ne´cessaire d’inverser (6). Ceci ne´cessite que la matrice
Q1Γ+TQ3ΓDN soit de rang plein. Ceci ne sera pas prouve´ ici, ne´anmoins cette proprie´te´ peut
eˆtre formellement ve´rifie´e si N > 4, θ(t) 6= θ(t + tf ) et T suffisamment petit [11]. Cependant
la condition sur la pe´riode d’e´chantillonnage T peut eˆtre relaxer, e´tant donne´ que la matrice Γ
est compose´e de fonction line´airement inde´pendantes, et par conse´quent elle est de rang plein.
La se´quence de commande U qui conduit le sous-syste`me (x, y) de ζ(t) a` ζ(t + tf ) peut eˆtre
obtenue par solution du proble`me de programmation quadratique suivant :
Pu : U˜ := min
U
N∑
k=1
ζTk Oζk + pU
T
k−1Uk−1 (7)
sous les contraintes (6) et :
0 ≤ Ui ≤ umax for i = 0, . . . , N − 1
ou` O, p > 0 sont les ponde´rations.
Soit U˜(T,N, V˜ , ζ(t), ζ(t+NT )) repre´sente, si elle existe, la solution de (7).
3.2 E´vitement des singularite´s en boucle ouverte
L’e´tape suivante consiste a` placer le syste`me dans une configuration qui assure l’existence
d’une solution de (5) et (7). Il y a deux proble`mes qui sont e´troitement lie´s. Le premier
correspond a` la condition initiale singulie`re θ(t) = θ(t + NT ) = 0 qui re´sulte dans une
perte de commandabilite´ sur x. Un tel proble`me est trivial dans le contexte de la commande
des syste`mes non holonomes ou` le line´arise´ est non commandable. Face a` ce proble`me, une
solution existante dans la literature, consiste a` prendre ce cas comme cas particulier, mais cette
solution n’est point satisfaisante. En effet, si θ(t) et θ(t+ tf ) sont trop proches l’une de l’autre,
le proble`me d’optimisation (5) n’admettra pas une solution qui ve´rifie les contraintes (solution
borne´e). Le deuxie`me proble`me de´ja` mentionne´ ci-dessus se produit lorsque la contrainte sur u
est trop restrictive par rapport a` celle sur v. En effet, avec des arguments classiques line´aires, on
peut assurer que le proble`me d’optimisation (5) admet une solution pour tout N suffisamment
grand, alors qu’il reste quelques soucis sur ζ. La trajectoire optimale en boucle ouverte de
θ(t) doit typiquement de meˆme signe que θ(0), puis de signe oppose´ jusqu’a` ce que θ rejoint
l’origine ou` elle y reste jusqu’a` la fin de l’horizon de pre´diction. Par conse´quent, si θ s’annule
”trop vite” a` cause de contraintes non restrictives (vmin, vmax), alors il serait impossible de
conduire ζ a` l’origine avec une contrainte umax trop restrictive, et l’augmentation de l’horizon
ne re´soudra pas force´ment ce proble`me. Par conse´quent, l’approche de commande permet, au
premier lieu, de se de´placer late´ralement en forc¸ant θ de rester non nulle avant de converger
vers l’origine. Ceci assure que le syste`me soit ne´cessairement dans une certaine configuration
a` partir de laquelle il serait possible de l’amener a` l’origine par le moyen d’une commande
borne´e. En effet, si par exemple le syste`me commence avec une certaine position x(0) > 0,
alors en forc¸ant θ de converger vers θd > 0 avec v, et utiliser u pour compenser la gravite´ va
produire une translation de l’avion dans le sens contraire de l’axe des x (vers la gauche). A une
Mode´lisation et Commande embarque´e d’objets volants miniatures 6
Chap5: Approches pre´dictives pour la stabilisation en temps discret de l’avion planaire a` de´collage vertical
certaine distance de l’axe x = 0 qui de´pend de vmax et vmin, il existe une certaine commande
qui rame`ne l’avion a` l’axe x = 0 ou Pu et Pv ont e´videment des solutions. Pour cela soit [13] :
v =
[
θ1 sat
(y1
σ
)
+
(y2
σ
)]
σ avec y =
( −1 1
−1 1
)(
T 2 T
2
2−T T
)(
θ
dθ
)
(8)
ou` [
σ =
min(vmax,−vmin)
θ1 + θ2
]
et 0 < θ1 < θ2 < 1
u = satumax0
(1− ε sin θv
cos θ
)
(9)
3.3 La commande stabilisante en boucle ferme´e
Dans cette section le re´sultat principal de l’approche de commande sera introduit par le
the´ore`me suivant :
The´ore`me 3.1. Soit (ζf ,Θf ) = (xf , 0, yf , 0, 0, 0, 0) un certain e´tat final de´sire´ et on suppose
que le syste`me a` l’instant kT est a` un point (ζ(kT ),Θ(kT )) de l’espace d’e´tat. L’algorithme
suivant consiste a` de´finir la loi de commande qui stabilise le syste`me (1)-(3) asymptotiquement
a` (ζf ,Θf ).
Algorithm :
– E´tape 0 : fixer l’horizon de pre´diction tf := NT
– E´tape 1 : Calculer a` travers la solution de Pu et Pv l’ensemble C des commandes admissible
de´finies par :
C(ζ(kT ),Θ(kT ), ζf ,Θf , N, δmax, β) ={(
Uˆ(T, n, Vˆ , ζ(kT ), ζf )
Vˆ (T, n, α, δ,Θ(kT ),Θf )
)
, α ∈ {−β, β} ,
δ ∈ {−1, 0, . . . , δmax} , n ∈ {0, . . . , N}
}
– E´tape 2 : Si C = ∅, ce qui veut dire qu’il n’y a pas de commandes (U, V ) ve´rifiant
les contraintes, qui conduisent le syste`me de (ζ(kT ),Θ(kT )) a` (ζf ,Θf ) dans une dure´e
infe´rieure a` NT , alors augmenter N et aller a` l’e´tape 1. Sinon, C contient les commandes
admissibles en boucle-ouverte, qui conduisent le syste`me de (ζ(kT ),Θ(kT )) a` (ζf ,Θf ) pen-
dant une dure´e infe´rieur ou e´gale a` NT . Soit (Uopt, V opt) de´finie par(
Uopt(kT )
V opt(kT )
)
:= Arg min
(UV )∈C
J(U, V ) (10)
ou` J(U, V ) = UTU + eV TV avec e > 0 et par convention, pour prendre en compte le cas
(ζ(kT ),Θ(kT )) = (ζf ,Θf ) ou` la solution des proble`mes d’optimisation donne des vecteurs
vides, on prend la solution J((·), (·)) = 0.
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– E´tape 3 : La loi de commande en boucle-ferme´e est alors donne´e par :
 If (Uopt, V opt) sont des vecteurs vides :{
u(ζ(kT ),Θ(kT )) := 1
v(ζ(kT ),Θ(kT )) := 0
(11)
 Sinon la loi de commande en boucle-ferme´e est le premier e´le´ment de (Uopt, V opt) :{
u(ζ(kT ),Θ(kT )) := Uopt0
v(ζ(kT ),Θ(kT )) := V opt0
(12)
Noter que J peut eˆtre choisi line´aire en U au lieu d’un choix quadratique. Comme cela e´tait
mentionne´ auparavant, ce choix de´pend fortement de la relation entre la pousse´e et l’e´nergie
(e´lectrique, carburant, etc) utilise´e.
Preuve
Le point cle´ de la preuve consiste a` e´tablir le principe d’invariance de Bellman pour l’approche
propose´e. En d’autre termes, l’ide´e consiste´ a` ve´rifier, pour tout k, que la solution optimale de
(10) a` l’instant kT demeure (de´cale´e par une pe´riode d’e´chantillonnage) dans l’ensemble des
commandes admissibles C(ζ((k + 1)T ),Θ((k + 1)T ), ζf ,Θf , N, δmax, β) dans lequel la solution
optimale a` l’instant (k + 1)T est recherche´e. Cette proprie´te´ permet donc de conclure sur la
stabilite´ de l’approche propose´e.
Principe d’invariance : Soit (Uopt(kT ), V opt(kT )) la solution de (10) a` l’instant kT , et nopt
l’horizon de pre´diction correspondant. Il sera prouve´ ici que (Uopt(kT ), V opt(kT )) de´cale´
d’une pe´riode d’e´chantillonnage, a` savoir(
Uopts (kT )
V opts (kT )
)
:=
(
Uopt1 (kT ), . . . , U
opt
nopt(kT )
V opt1 (kT ), . . . , V
opt
nopt(kT )
)
appartient a` C(ζ((k + 1)T ),Θ((k + 1)T ), ζf ,Θf , N, δmax, β). Noter au premier lieu que
(Uopts (kT ), V
opt
s (kT )) conduit le syste`me de (ζ((k + 1)T ),Θ((k + 1)T )) a` (ζf ,Θf ). De plus,
l’application du principe d’invariance de Bellman au proble`me d’optimisation Pv garantie que
(V opt1 (kT ), . . . , V
opt
nopt(kT )) est une solution de Pv(T, nopt−1, α,max(−1, δ−1),Θ((k+1)T ),Θf ).
L’application du meˆme principe pour Pu permet d’en de´duire que (Uopt1 (kT ), . . . , Uoptnopt(kT ))
est solution de Pu(T, nopt− 1, V opts (kT ), ζ((k+1)T ), ζf ). Le cas trivial ou` nopt = 0 ne sera pas
de´taille´ ici. Il correspond a` la situation ou` l’e´tat final de´sire´ est de´ja` atteint, et la loi de com-
mande garantie que le syste`me reste a` l’e´tat final avec un couˆt associe´ nul J = 0. Par conse´quent
il en re´sulte de la de´finition de C que (Uopts (kT ), V opts (kT )) appartient a` C(ζ((k+1)T ),Θ((k+
1)T ), ζf ,Θf , N−1, δmax, β) et donc appartenant a` C(ζ((k+1)T ),Θ((k+1)T ), ζf ,Θf , N, δmax, β).
Stabilite´ : La stabilite´ peut eˆtre de´duite en se basant sur le re´sultat pre´ce´dent. En effet, si on
conside`re J comme une fonction de Lyapunov, on a :
1. J = 0 si et seulement s’il est possible d’atteindre une position de´sire´e sans commande.
Par conse´quent, graˆce a` (1)-(3), l’ensemble de positions initiales tel que J = 0 est inclue
dans le sous-espace S = {(x˙, θ, θ˙) = 0xy ≥ yf}. Bien e´videment, Le seul sous-espace de
S invariant est l’origine.
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2. N ne peut pas croˆıtre sur les trajectoires en boucle ferme´e du syste`me a` l’exception de
l’instant initial. En effet, le profil de la commande repre´sente´e par la solution a` l’instant
kT , sans le le premier e´le´ment de la se´quence, constitue une solution a` l’instant (k+1)T
pour ramener les syste`me au point de´sire´ cible (ζf ,Θf ) dans une dure´e infe´rieur ou e´gale
(N − 1)T . Cependant, l’ensemble C a` l’instant (k+1)T peut eˆtre vide et par conse´quent
N reste constant.
3. La fonction couˆt est croissante : Si Jk repre´sente la valeur du couˆt a` l’instant kT , alors
il en de´coule de la proprie´te´ de ’transitivity’ pre´ce´dente que Jk+1 ≤ Jk.
4. J ne peut pas se stabiliser a` une valeur constante autre que ze´ro D’apre`s
la de´finition de J il en de´coule que Jk+1 = Jk ce qui implique que
(Uopt0 (kT ), V
opt
0 (kT )) = (0, 0). Si ce cas demeure, alors il en re´sulte de (2) que y de´croˆıt
et par conse´quent le syste`me s’e´loigne de la position cible finale (ζf ,Θf ). Mais un couˆt
constant J implique aussi qu’il est possible d’atteindre ce point final de´sire´ durant une
pe´riode infe´rieur ou e´gale NT avec des commande borne´es. E´tant donne´ que N ne
peut pas croˆıtre, ces deux points sont clairement incompatibles assurant que J de´croˆıt
ne´cessairement apre`s un nombre fini de pe´riodes d’e´chantillonnage.
5. J ne peut pas tendre vers une valeur constante autre que ze´ro. Un tel cas implique que la
de´croissance de J tend vers ze´ro et par conse´quent (Uopt0 (kT ), V
opt
0 (kT )) → (0, 0). Ceci
signifie aussi que le syste`me s’e´loigne de l’e´tat de´sire´ cible e´tant donne´ que la gravite´
ne peut eˆtre compense´e. Cependant ceci ne peut pas durer car c’est en contradiction
avec 2) qui garantie l’existence de commande qui satisfait les contraintes et qui est
en mesure de ramener le syste`me a` (ζf ,Θf ) en une dure´e e´gale a` NT . Items 3), 4) et
5) garantissent certainement que le vecteur d’e´tat tend vers un ensemble ou` J = 0.
D’apre`s le principe d’invariance de Lasalle et l’argument 1) on en de´duit de la stabilite´
du syste`me sous l’approche de commande propose´e.
N
Remarque 1. La strate´gie de commande propose´e a` horizon fuyant est base´e sur une approche
a` deux e´tapes. En effet elle consiste a` re´soudre deux proble`me d’optimisation quadratiques
de dimension N pour trouver la se´quence de commande ade´quate. Cependant la solution a`
base de commande optimale consiste a` re´soudre un proble`me d’optimisation non line´aire de
dimension 2N . Par conse´quent le temps de calcul de l’approche propose´e sera significativement
re´duit par rapport a` la solution de commande optimale. Cet avantage permet l’imple´mantation
en temps re´el de l’approche propose´e sur des syste`mes de commande embarque´e pour l’avion
PVTOL.
4 Re´sultats de simulation
Cette section sera consacre´e a` la pre´sentation des re´sultats de simulation correspondants avec
e´ventuellement des commentaires et des interpre´tation des re´sultats obtenus. Ces simulations
permettent aussi de montrer l’efficacite´ de l’approche propose´e. Deux sce´nario de simulation
sont propose´s. Le premier sce´nario concerne la stabilisation de l’avion PVTOL alors que le
deuxie`me consiste a` tester la robustesse de l’approche propose´e envers des incertitudes pa-
rame´triques, et en particulier sur le parame`tre de couplage ε.
On conside`re le mode`le dynamique (1)-(3) de l’avion PVTOl, avec le parame`tre de couplage
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ε = 0.25. l’algorithme de l’approche de commande propose´e est celui explique´ dans la section
3.3, les parame`tres associe´s sont re´capitule´s dans le tableau 1.
Parame`tre Signification valeur
tf horizon de pre´diction 20sec
T pe´riode d’e´chantillonnage 0.5sec
umax saturation sur la pousse´e 4
vmax,−vmin saturation sur le couple de roulis 0.5
δmax horizon de la commande constante 0
β ponde´rations sur la commande constante 0.001vmax
Qk ponde´ration sur Θ dans (5) I3×3
R ponde´ration sur V dans (5) 5Ik×k
Ok ponde´ration sur ζ dans (7) I4×4
P ponde´ration sur U dans (7) 5Ik×k
Tableau 1 – Parame`tre de l’approche de commande
4.1 Stabilization de l’avion PVTOL
On conside`re le proble`me de stabilization de l’avion a` partir de la condition initiale suivante
(comme dans [3])
(x(0), x˙(0), y(0), y˙(0), θ(0), θ˙(0)) = (30, 0, 20, 0,
3pi
5
, 0)
Ce choix de cette condition initiale est judicieux car θ exce`de pi
2
, ce qui n’est pas permis par
la plupart des approche de commande propose´es dans la litte´rature [see 5, 10].
Dans ce sce´nario de simulation, une contrainte sur la pousse´e u est impose´e, cette limite est
identique a` celle impose´e dans [3], elle est de´finie par umax = 4, ce qui va nous permettre de
comparer notre approche a` celle propose´e dans [3]. De plus une autre contrainte sur le couple
de roulis est conside´re´e, elle est exprime´ par vmax = −vmin = 0.5, ce qui n’est pas permis, a`
notre connaissance, par les diffe´rentes approches de commande propose´es dans la litte´rature.
Les re´sultats de simulation obtenus sont repre´sente´s sur les figures 3-8.
L’e´volution de la position et la vitesse de l’avion suivant l’axe des x est repre´sente´ sur la figure
3, alors que celles suivant l’axe des y est repre´sente´ sur la figure 4. L’angle de roulis et sa
vitesse sont trace´es sur la figure 5. D’apre`s les courbes de simulation obtenues, le controˆleur
propose´e a` horizon fuyant arrive a` stabiliser le syste`me au bout d’une pe´riode infe´rieur a` 15sec.
L’e´volution des entre´es de commande ge´ne´re´es par le controˆleur est repre´sente´e sur la figure 6.
La fonction couˆt quant a` elle est trace´e sur la figure 7. La figure 8 trace la se´quence de position
effectue´e par l’avion PVTOL dans le plan frontal pendant la stabilisation. Pour donner une
ide´e comparative en terme de consommation d’e´nergie par rapport a` l’approche de commande
propose´e dans [3], on conside`re l’inte´gral de u ne´cessaire pour atteindre la boule de rayon 0.05
autour de l’e´tat final de´sire´. La pousse´e ne´cessaire pour stabiliser l’avion avec notre approche
est 65% infe´rieur a` celle de l’approche propose´e dans [3]. Ce fait est en relation e´troite avec le
temps ne´cessaire pour rejoindre le voisinage propose´. En effet le temps ne´cessaire pour notre
approche pour rejoindre ce voisinage (≈ 13sec) est la moitie´ du temps ne´cessaire pour le
rejoindre avec l’approche de commande propose´e dans [3].
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4.2 Robustesse envers des incertitudes parame´triques
L’objectif principal de ce sce´nario de simulation est de montrer l’efficacite´ de l’approche de
commande propose´e en terme de robustesse envers des incertitudes dans les parame`tres de
mode`le. E´tant donne´ qu’en pratique, comme cela a e´te´ signale´ par Hauser [5], le parame`tre de
couplage est ge´ne´ralement inconnu et difficile a` mesurer. De plus pour certains engins volants
(telles que les robots biomime´tique a` ailes battantes), ce parame`tre peut eˆtre variable, donc il
serait inte´ressant de conside´rer une incertitude sur ce parame`tre. Pour cela soit
εu = ε+∆ε ; ∆ε = 50%
Les re´sultats de simulation correspondants a` ce sce´nario sont repre´sente´s par les figures 9-13,
pour le syste`me nominal aussi bien que pour le syste`me incertain. Il est inte´ressant de noter
que les trajectoires obtenues pour le syste`me incertain sont tre`s proches de celles du syste`me
nominal, en de´pit de l’ampleur de l’incertitude conside´re´e (50% de la valeur nominale). Ce
re´sultat inte´ressant refle`te clairement la robustesse de l’approche propose´e.
5 Conclusion
Dans ce chapitre, une approche de commande a` horizon fuyant a` e´te´ propose´e pour la stabili-
sation globale d’un avion a` de´collage vertical PVTOL (Planar Vertical Take Off and Landing
aircraft). L’approche de commande propose´e prend en conside´ration les saturations sur les
deux entre´es de commande, a` savoir la pousse´e et le couple de roulis. De plus elle permet la
stabilisation de l’avion a` n’import quel point dans l’espace. Un autre point inte´ressant de cette
approche de commande propose´e re´side dans le couˆt de calcul re´duit3 qui est obtenu graˆce
a` la formulation du proble`me de commande comme e´tant deux proble`mes de programmation
quadratique de dimension re´duite. E´tant donne´ que la fonction d’optimisation est convexe, la
convergence vers l’optimum est garantie. L’analyse de stabilite´ du syste`me en boucle ferme´e
est effectue´e en se basant sur le principe d’invariance de Bellman. Afin d’illustrer l’approche
propose´e, deux sce´narios de simulation ont e´te´ propose´s. Le premier sce´nario concerne la sta-
bilisation de l’avion, alors que le deuxie`me consiste a` montrer la robustesse de l’approche de
commande propose´e envers des incertitudes parame´triques.
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A De´tails des matrices
Les diffe´rentes matrices utilise´es dans (6) sont donne´es par :
Q1=(−e4,−e2, e3, e1)T Q3=(−e2, 01×4, e1, 01×4)T
Q2=(e3, e1, e4, e2)
T Q4=(e1, 01×4, e2, 01×4)T
Γ =

c0 c1 . . . cN−1
s0 s1 . . . sN−1
C0 C1 . . . CN−1
S0 S1 . . . SN−1

DN = diag(N − 1, N − 2, . . . , 1, 0)
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ou`
e1 :=
(
1 0 0 0
)
e2 :=
(
0 1 0 0
)
e3 :=
(
0 0 1 0
)
e4 :=
(
0 0 0 1
)
et pour k = 0, . . . , N − 1 :
sk :=
T∫
0
sin(αk + βkν + γkν2)dν
ck :=
T∫
0
cos(αk + βkν + γkν2)dν
Sk :=
T∫
0
ν2∫
0
sin(αk + βkν1 + γkν21)dν1dν2
Ck :=
T∫
0
ν2∫
0
cos(αk + βkν1 + γkν21)dν1dν2
(13)
Il faut noter que le calcul de la matrice Γ n’est point couˆteux (au contraire de ce qu’on pense)
e´tant donne´ qu’elle ne ne´cessite pas d’inte´grer (13). L’ide´e consiste a` utiliser ce qu’on appelle
des inte´grales de Fresnel (souvent utilise´s en e´lectromagne´tisme et en optique) pour calculer
les termes de ck, sk, Ck et Sk (donne´s en annexe B). Ces inte´grales sont donne´s par :
s(z) =
z∫
0
sin
(pi
2
ν2
)
dν (14)
c(z) =
z∫
0
cos
(pi
2
ν2
)
dν (15)
B Calcul de sk, ck, Sk et Ck par les inte´grales de Fresnel
If γk 6= 0, taking ak := βk2γk and bk := αk −
β2k
4γk
one has :
sk =
1
γk
√
pi |γk|
2
cos(bk)
[
s
(√
2 |γk|
pi
(T + ak)
)
−s
(√
2 |γk|
pi
ak
)]
+
√
pi
2 |γk| sin(bk)
×
[
c
(√
2 |γk|
pi
(T + ak)
)
− c
(√
2 |γk|
pi
ak
)]
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ck =
√
pi
2 |γk| cos(bk)
[
c
(√
2 |γk|
pi
(T + ak)
)
−c
(√
2 |γk|
pi
ak
)]
− 1
γk
√
pi |γk|
2
sin(bk)
×
[
s
(√
2 |γk|
pi
(T + ak)
)
− s
(√
2 |γk|
pi
ak
)]
Sk et Ck peuvent eˆtre obtenus en inte´grant par partie sk et ck :
Sk = (T +
βk
2γk
)sk +
1
2γk
× [(cos(αk + βkT + γkT 2)− cos(αk)]
Ck = (T +
βk
2γk
)ck − 1
2γk
× [(sin(αk + βkT + γkT 2)− sin(αk)]
(16)
Si γk = 0 et βk 6= 0, les calculs sont triviales et on a :
sk =
1
βk
[cos(αk)− cos(αk + βkT )]
ck =
1
βk
[sin(αk + βkT )− sin(αk)]
(17)
et
Sk = − 1
β
(ck − T cos(αk))
Ck =
1
β
(sk − T sin(αk))
(18)
Enfin, si γk = 0 et βk = 0, alors
sk = T sin(αk)
ck = T cos(αk)
(19)
et
Sk =
T 2
2
sin(αk)
Ck =
T 2
2
cos(αk)
(20)
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Figure 3 – E´volution de la position et la vitesse suivant x
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Figure 4 – E´volution de la position et la vitesse suivant y
0 5 10 15 20 25 30
−1
0
1
2
Time [sec]
θ
0 5 10 15 20 25 30
−1
−0.5
0
0.5
1
Time [sec]
dθ
Figure 5 – E´volution de la position et la vitesse de θ
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Figure 6 – Entre´es de commande
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Figure 7 – E´volution de la fonction couˆt
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Figure 8 – Mouvement effectue´ par l’avion
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Figure 9 – E´volution de la position et la vitesse suivant x
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Figure 10 – E´volution de la position et la vitesse suivant y
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Figure 11 – E´volution de la position et la vitesse suivant de θ
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Figure 12 – Les entre´es de commande (pousse´ et couple de roulis)
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Figure 13 – E´volution de la fonction couˆt
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